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Temat:

Aproksymacja ±redniokwadratowa ci¡gªa w obszarze [0, 1]× [0, 1]
w bazie funkcji 1, x, y, xy. Caªkowanie zªo»onymi formuªami trapezów
ze wzgl¦du na ka»d¡ zmienn¡. Tablicowanie funkcji, przybli»enia i
bª¦du.

Opis metody

Wst¦p

Zadanie aproksymacji polega na przybli»aniu danej funkcji inn¡ funkcj¡, za-
zwyczaj �prostrz¡� w swojej postaci. W naszym przypadku b¦dzie to wielomian
w postaci f∗(x, y) = α0 + α1x + α2y + α3xy (baza 1, x, y, xy).

Zadanie aproksymacji

V - przestrze« unitarna (rzeczywista) z iloczynem skalarnym (·, ·) → R
(norm¦ de�niujemy przez ∥ · ∥=

√
(·, ·))

V ⊃ U - podprzestrze« liniowa, dim U = n
Zadanie aproksymacji: dla f ∈ V poszukujemy f∗ ⊂ U , »e
∥ f − f∗ ∥= infg⊂U ∥ f − g ∥
Ponadto zachodzi twierdzenie, które mówi »e powy»sze zadanie posiada

dokªadnie jedno rozwi¡zanie (optymalne) oraz (f − f∗, g) = 0 dla ka»dego
g ⊂ U .

Wyznaczanie f∗

Skoro (f − f∗, g) = 0 dla ka»dego g ⊂ U zatem tak»e (f − f∗, gi) = 0 dla
i = 1, ..., n

Zgodnie z podan¡ w tre±ci zadania baz¡ przestrzeni U :
g0 = 1, g1 = x, g2 = y, g3 = xy
Natomiast szukane f∗ =

∑3
i=0 αigi

Wspóªczynniki αi wyznaczamy z równa«

1



3∑
i=0

αi ∗ (gi, gj) = (f, gj) , j = 0, 1, 2, 3

Inaczej mówi¡c, nale»y rozwi¡za¢ równanie macierzowe Gα = b, gdzie

G = {(gi, gj)}3
i,j=0

α =


α0

α1

α2

α3



b =


(f, g0)
(f, g1)
(f, g2)
(f, g3)


G jest macierz¡ Grama, posiada wªasno±¢ G = GT > 0
Musimy jeszcze oblicza¢ iloczyn skalarny. W przypadku interpolacji ±red-

niokwadratowej ci¡gªej jeste±my w przestrzeni wielomianów ortogonalnych; V =
L2

p(a, b).
Iloczyn skalarny de�niujemy w ten sposób:

(f, g) =
ˆ b

a

p(t)f(t)g(t)dt

p(t) jest funkcj¡ wagow¡ i rozwi¡zaniu przyjmujemy, »e p(t) = 1.
W naszym przypadku t = (x, y) oraz (a, b) = (0, 1), zatem

(f, g) =
ˆ 1

0

ˆ 1

1

f(x, y)g(x, y)dxdy

Pozostaje wyznaczy¢ G, G−1, b,α oraz f∗.

G =


1 1

2
1
2

1
4

1
2

1
3

1
4

1
6

1
2

1
4

1
3

1
6

1
4

1
6

1
6

1
9



G−1 =


16 −24 −24 36
−24 48 36 −72
−24 36 48 −72
36 −72 −72 144


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Macierz b obliczana jest za pomoc¡ metody zªo»onych formuª trapezów (w
celu obliczenia caªki z de�nicji iloczynu skalarnego):

(f, gi) =
ˆ 1

0

ˆ 1

1

f(x, y)gi(x, y)dxdy , i = 0, 1, 2, 3

Nast¦pnie mamy α = G−1b oraz f∗(x, y) =
∑3

i=0 αigi(x, y).

Przykªady

1.
f(x, y) = 2 + 0.2x − y + 3xy
m=25
n=4

x y f f∗ Bª. bezwzgl. Bª. wzgl.

0.000000 0.000000 2.000000 2.001398 -0.001398 -0.000699

0.333333 0.000000 2.066667 2.066554 0.000113 0.000055

0.666667 0.000000 2.133333 2.131710 0.001623 0.000761

1.000000 0.000000 2.200000 2.196866 0.003134 0.001425

0.000000 0.333333 1.666667 1.665165 0.001502 0.000901

0.333333 0.333333 2.066667 2.065973 0.000693 0.000336

0.666667 0.333333 2.466667 2.466781 -0.000115 -0.000047

1.000000 0.333333 2.866667 2.867590 -0.000923 -0.000322

0.000000 0.666667 1.333333 1.328932 0.004401 0.003301

0.333333 0.666667 2.066667 2.065393 0.001274 0.000617

0.666667 0.666667 2.800000 2.801853 -0.001853 -0.000662

1.000000 0.666667 3.533333 3.538313 -0.004980 -0.001409

0.000000 1.000000 1.000000 0.992699 0.007301 0.007301

0.333333 1.000000 2.066667 2.064812 0.001855 0.000898

0.666667 1.000000 3.133333 3.136924 -0.003591 -0.001146

1.000000 1.000000 4.200000 4.209037 -0.009037 -0.002152

Bª¡d wynika z niedokªadno±ci caªkowania. Gdyby±my zastosowali np. zªo»one
formuªy Simpsona, to otrzymane przybli»enia byªyby dokªadnie równe funkcji
f.

2.
f(x, y) = 0.1 sin(10

√
(x − 0.5)2 + (y − 0.5)2)

m=40
n=4
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x y f f∗ Bª. bezwzgl. Bª. wzgl.

0.000000 0.000000 0.070886 -0.026640 0.097526 1.375811

0.333333 0.000000 -0.084828 -0.026640 -0.058188 0.685954

0.666667 0.000000 -0.084828 -0.026640 -0.058188 0.685954

1.000000 0.000000 0.070886 -0.026640 0.097526 1.375811

0.000000 0.333333 -0.084828 -0.026640 -0.058188 0.685954

0.333333 0.333333 0.070652 -0.026640 0.097292 1.377056

0.666667 0.333333 0.070652 -0.026640 0.097292 1.377056

1.000000 0.333333 -0.084828 -0.026640 -0.058188 0.685954

0.000000 0.666667 -0.084828 -0.026640 -0.058188 0.685954

0.333333 0.666667 0.070652 -0.026640 0.097292 1.377056

0.666667 0.666667 0.070652 -0.026640 0.097292 1.377056

1.000000 0.666667 -0.084828 -0.026640 -0.058188 0.685954

0.000000 1.000000 0.070886 -0.026640 0.097526 1.375811

0.333333 1.000000 -0.084828 -0.026640 -0.058188 0.685954

0.666667 1.000000 -0.084828 -0.026640 -0.058188 0.685954

1.000000 1.000000 0.070886 -0.026640 0.097526 1.375811

Zatem f∗jest funkcj¡ staª¡.

3.

f(x, y) = 0.1 sin(10
√

(x − 0.5)2 + (y − 0.5)2) + xy
m=40
n=4

x y f f∗ Bª. bezwzgl. Bª. wzgl.

0.000000 0.000000 0.070886 -0.026639 0.097526 1.375805

0.333333 0.000000 -0.084828 -0.026859 -0.057969 0.683372

0.666667 0.000000 -0.084828 -0.027078 -0.057749 0.680785

1.000000 0.000000 0.070886 -0.027298 0.098184 1.385092

0.000000 0.333333 -0.084828 -0.026859 -0.057969 0.683372

0.333333 0.333333 0.181763 0.084325 0.097438 0.536071

0.666667 0.333333 0.292874 0.195509 0.097365 0.332446

1.000000 0.333333 0.248506 0.306693 -0.058188 -0.234150

0.000000 0.666667 -0.084828 -0.027078 -0.057749 0.680785

0.333333 0.666667 0.292874 0.195509 0.097365 0.332446

0.666667 0.666667 0.515097 0.418097 0.097000 0.188314

1.000000 0.666667 0.581839 0.640684 -0.058845 -0.101137

0.000000 1.000000 0.070886 -0.027298 0.098184 1.385092

0.333333 1.000000 0.248506 0.306693 -0.058188 -0.234150

0.666667 1.000000 0.581839 0.640684 -0.058845 -0.101137

1.000000 1.000000 1.070886 0.974676 0.096211 0.089842

Mo»na zauwa»y¢, »e bª¡d bezwzgl¦dny jest podobny jak w poprzednim
przykªadzie.
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