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Temat:

Aproksymacja $redniokwadratowa ciagla w obszarze [0, 1] x [0, 1]
w bazie funkcji 1, z, y, xy. Calkowanie ztozonymi formutami trapezdw
ze wzgledu na kazdag zmienna. Tablicowanie funkcji, przyblizenia i
bledu.

Opis metody
Wstep

Zadanie aproksymacji polega na przyblizaniu danej funkcji inng funkcja, za-
zwycza] “prostrza’ w swojej postaci. W naszym przypadku bedzie to wielomian
w postaci f*(x,y) = ap + a1z + a2y + azzy (baza 1, z,y, xy).

Zadanie aproksymacji

V' - przestrzen unitarna (rzeczywista) z iloczynem skalarnym (-,-) — R
(norme definiujemy przez || - ||= /(-,-))

V D U - podprzestrzeni liniowa, dim U = n

Zadanie aproksymacji: dla f € V poszukujemy f* C U, ze

| £ = lI=infyeu || f— g

Ponadto zachodzi twierdzenie, ktore méwi ze powyzsze zadanie posiada
dokladnie jedno rozwiazanie (optymalne) oraz (f — f*,g) = 0 dla kazdego
gCU.

Wyznaczanie f*

Skoro (f — f*,g9) = 0 dla kazdego g C U zatem takze (f — f*,g;) = 0 dla
1=1,..,n

Zgodnie z podang w tredci zadania baza przestrzeni U:

go=Lg=2,92=y,93 =2y

Natomiast szukane f* = Z?:o ;g

Wspétczynniki o; wyznaczamy z réwnan



3

> aix(gings) = (f.9;) ,i=0,1,2,3
1=0

Inaczej méwiac, nalezy rozwiazaé¢ réwnanie macierzowe Ga = b, gdzie

G= {(gi, gj)}?’j:()

G jest macierza Grama, posiada wtasnos¢ G = GT > 0
Musimy jeszcze obliczaé iloczyn skalarny. W przypadku interpolacji $red-

niokwadratowe]j ciaglej jestesmy w przestrzeni wielomianéw ortogonalnych; V =
L2(a,b).
Tloczyn skalarny definiujemy w ten sposoéb:

b
(f.9) = / p(t) F(£)g(t)dt

p(t) jest funkcja wagows i rozwigzaniu przyjmujemy, ze p(t) = 1.
W naszym przypadku ¢t = (z,y) oraz (a,b) = (0,1), zatem

1 1
(f.9) = /0 /1 F(.y)g(z, y)dudy

Pozostaje wyznaczyé¢ G, G~1, b,a oraz f*.
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Macierz b obliczana jest za pomoca metody zlozonych formut trapezow (w
celu obliczenia calki z definicji iloczynu skalarnego):

1 1
(ho)= [ [ 1oty i=01,23
0o J1
Nastepnie mamy o = G~ b oraz f*(x,y) = Z?:o ;gi(T,y).
Przyklady

1.

flz,y) =24 0.22 —y + 3y
m=25

n=4

’ X ‘ y ‘ f ‘ f ‘ Bl. bezwzgl. ‘ Bt. wzgl. ‘
0.000000 | 0.000000 | 2.000000 | 2.001398 -0.001398 -0.000699
0.333333 | 0.000000 | 2.066667 | 2.066554 0.000113 0.000055
0.666667 | 0.000000 | 2.133333 | 2.131710 0.001623 0.000761
1.000000 | 0.000000 | 2.200000 | 2.196866 0.003134 0.001425
0.000000 | 0.333333 | 1.666667 | 1.665165 0.001502 0.000901
0.333333 | 0.333333 | 2.066667 | 2.065973 0.000693 0.000336
0.666667 | 0.333333 | 2.466667 | 2.466781 -0.000115 -0.000047
1.000000 | 0.333333 | 2.866667 | 2.867590 -0.000923 -0.000322
0.000000 | 0.666667 | 1.333333 | 1.328932 0.004401 0.003301
0.333333 | 0.666667 | 2.066667 | 2.065393 0.001274 0.000617
0.666667 | 0.666667 | 2.800000 | 2.801853 -0.001853 -0.000662
1.000000 | 0.666667 | 3.533333 | 3.538313 -0.004980 -0.001409
0.000000 | 1.000000 | 1.000000 | 0.992699 0.007301 0.007301
0.333333 | 1.000000 | 2.066667 | 2.064812 0.001855 0.000898
0.666667 | 1.000000 | 3.133333 | 3.136924 -0.003591 -0.001146
1.000000 | 1.000000 | 4.200000 | 4.209037 -0.009037 -0.002152

Btad wynika z niedoktadno$ci catkowania. Gdybyémy zastosowali np. ztozone
formuty Simpsona, to otrzymane przyblizenia bytyby dokladnie réwne funkcji

f.

2.
f(z,y) = 0.1sin(10/(z — 0.5)% + (y — 0.5)?)
m—40

n=4




X y ‘ f ‘ f* ‘ BL. bezwzgl. | Bl wzgl.
0.000000 | 0.000000 | 0.070886 | -0.026640 0.097526 1.375811
0.333333 | 0.000000 | -0.084828 | -0.026640 -0.058188 0.685954
0.666667 | 0.000000 | -0.084828 | -0.026640 -0.058188 0.685954
1.000000 | 0.000000 | 0.070886 | -0.026640 0.097526 1.375811
0.000000 | 0.333333 | -0.084828 | -0.026640 -0.058188 0.685954
0.333333 | 0.333333 | 0.070652 | -0.026640 0.097292 1.377056
0.666667 | 0.333333 | 0.070652 | -0.026640 0.097292 1.377056
1.000000 | 0.333333 | -0.084828 | -0.026640 -0.058188 0.685954
0.000000 | 0.666667 | -0.084828 | -0.026640 -0.058188 0.685954
0.333333 | 0.666667 | 0.070652 | -0.026640 0.097292 1.377056
0.666667 | 0.666667 | 0.070652 | -0.026640 0.097292 1.377056
1.000000 | 0.666667 | -0.084828 | -0.026640 -0.058188 0.685954
0.000000 | 1.000000 | 0.070886 | -0.026640 0.097526 1.375811
0.333333 | 1.000000 | -0.084828 | -0.026640 -0.058188 0.685954
0.666667 | 1.000000 | -0.084828 | -0.026640 -0.058188 0.685954
1.000000 | 1.000000 | 0.070886 | -0.026640 0.097526 1.375811

Zatem f*jest funkcja stala.

3.

f(x,y) = 0.1sin(10\/(z — 0.5)2 + (y — 0.5)2) + zy

m=40

n=4

‘ X y ‘ f ‘ f* ‘ Bt bezwzgl. | Bl wzgl.
0.000000 | 0.000000 | 0.070886 | -0.026639 0.097526 1.375805
0.333333 | 0.000000 | -0.084828 | -0.026859 -0.057969 0.683372
0.666667 | 0.000000 | -0.084828 | -0.027078 -0.057749 0.680785
1.000000 | 0.000000 | 0.070886 | -0.027298 0.098184 1.385092
0.000000 | 0.333333 | -0.084828 | -0.026859 -0.057969 0.683372
0.333333 | 0.333333 | 0.181763 | 0.084325 0.097438 0.536071
0.666667 | 0.333333 | 0.292874 | 0.195509 0.097365 0.332446
1.000000 | 0.333333 | 0.248506 | 0.306693 -0.058188 -0.234150
0.000000 | 0.666667 | -0.084828 | -0.027078 -0.057749 0.680785
0.333333 | 0.666667 | 0.292874 | 0.195509 0.097365 0.332446
0.666667 | 0.666667 | 0.515097 | 0.418097 0.097000 0.188314
1.000000 | 0.666667 | 0.581839 | 0.640684 -0.058845 -0.101137
0.000000 | 1.000000 | 0.070886 | -0.027298 0.098184 1.385092
0.333333 | 1.000000 | 0.248506 | 0.306693 -0.058188 -0.234150
0.666667 | 1.000000 | 0.581839 | 0.640684 -0.058845 -0.101137
1.000000 | 1.000000 | 1.070886 | 0.974676 0.096211 0.089842

Mozna zauwazyé, ze blad bezwrgledny jest podobny jak w poprzednim

przyktadzie.




